
Èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà

×èñëî íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå äðîáè p/q,
ãäå ÷èñëà p è q öåëûå è q ̸= 0. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç Q, òàêèì îáðàçîì, N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà, íå ÿâëÿþùèåñÿ
ðàöèîíàëüíûìè, íàçûâàþòñÿ èððàöèîíàëüíûìè.

1. Äîêàæèòå èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà
√
2025.

2. Äîêàæèòå èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà
√
2 +

√
3.

3. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî p/q ïðåäñòàâèìî â âèäå êîíå÷-

íîé ëèáî áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äåñÿòè÷íîé äðîáè, ïðè÷¼ì äëèíà ïå-

ðèîäà ìåíüøå q.
4. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü ÿâëÿ-

åòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì.

Ñîïðÿæ¼ííûå ÷èñëà

Ïóñòü ÷èñëà a è b ðàöèîíàëüíûå, à d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ

ïîëíûì êâàäðàòîì. ×èñëà a+ b
√
d è a− b

√
d íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæ¼ííûìè.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî âèäà a + b
√
d îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíòû

a è b (ò. å. òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî).
6. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè (a+ b

√
d)n = A+B

√
d, òî (a− b

√
d)n = A−B

√
d.

Çàäà÷è

7. Äîêàæèòå èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà
√
2 +

√
3 +

√
5.

8. Äîêàæèòå èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà
√
2 + 3

√
3.

9. Íàéäèòå 1012-óþ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé ÷èñëà (2 +
√
3)2024.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâåíñòâî (x + y
√
2)2 + (z + t

√
2)2 = 5 + 4

√
2 íå ìîæåò âû-

ïîëíÿòüñÿ íè ïðè êàêèõ ðàöèîíàëüíûõ x, y, z è t.

11. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâåíñòâî (5 + 3
√
2)m = (3 + 5

√
2)n íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ

íè ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ m è n.

12. ×èñëà x, y ∈ R óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó x
√

y2 + 1+y
√
x2 + 1 = 3

4 . Íàéäèòå

âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ
√
x2 + 1 ·

√
y2 + 1 + xy.

13. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå

÷èñëî k òàêîå, ÷òî (
√
m−

√
m− 1)n =

√
k −

√
k − 1.

14. Äîêàæèòå, ÷òî v2(⌊(1 +
√
3)2n+1⌋) = n+ 1 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.

15. Òåîðåìà Äèðèõëå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x è

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà a è b, 1 ⩽ b ⩽ n, ÷òî
|x− a

b | <
1
bn .

16. Ïóñòü α è β � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî ðîâíî îäèí ðàç âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè ÷èñåë ⌊α⌋, ⌊β⌋, ⌊2α⌋,
⌊2β⌋, ⌊3α⌋, ⌊3β⌋, . . . , åñëè è òîëüêî åñëè 1

α + 1
β = 1 è α, β ̸∈ Q.


